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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C → C, som er givet
ved

∀ z ∈ C : P (z) = z4 + 4z3 + 7z2 + 6z + 2.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at
∀ z ∈ C : P (z) = (z2 + 2z + 1)(z2 + 2z + 2),

og bestem dernæst alle rødderne i polynomiet P .

(2) Bestem mængden af de r > 0, s̊a alle rødderne i polynomiet P ligger i
mængden

K(r) = {z ∈ C | |z| ≤ r}.
(3) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗), og godtgør,

at (∗) er globalt asymptotisk stabil.

(4) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).
(5) Lad a ∈ R. Bestem de a ∈ R, s̊a differentialligningen

d4x

dt4
+ 4

d3x

dt3
+ a

d2x

dt2
+ 6

dx

dt
+ 2x = 0

er globalt asymptotisk stabil.



Opgave 2. Vi betragter 3× 3 matricen

A =




0 1 0
1 0 4
0 2 0




og vektordifferentialligningen

(§) dz

dt
= Az.

(1) Bestem egenværdierne og de tilhørende egenrum for matricen A.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til vektordifferentialligningen (§).
(3) Bestem resolventen P (t, 0) (svarende til punktet t0 = 0) for vektordif-

ferentialligningen (§).
(4) Idet

P (t, 0) =
(
p1(t) p2(t) p3(t)

)
,

skal man bestemme løsningerne p1(t)+2p3(t) og p1(t)+2p3(t)+3p2(t).

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R2 → R2 givet ved

∀ (x, y) ∈ R2 : f(x, y) = (x2 + y2 − xy, x + 2y3).

(1) Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df(x, y) for vektorfunk-
tionen f i et vilk̊arligt punkt (x, y) ∈ R2.

(2) Vis, at Jacobimatricen Df(1, 1) er regulær, og bestem den inverse ma-

trix
(
Df(1, 1)

)−1
.

(3) Løs vektorligningen

(
u
v

)
= f(1, 1) + Df(1, 1)

(
x− 1
y − 1

)

med hensyn til (
x
y

)
.



(4) Vi betragter mængden

K = {(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 1707 ∧ 0 ≤ y ≤ 1783}.

Vis, at mængden

f(K) = {(u, v) ∈ R2 | ∃ (x, y) ∈ K : (u, v) = f(x, y)}

er kompakt.

Opgave 4. Vi betragter funktionen F : R3 → R, som er givet ved
forskriften

∀ (t, x, y) ∈ R3 : F (t, x, y) = t2x + y2,

og integralet

I(x) =
∫ 1

0

(
t2x +

(dx

dt

)2)
dt.

(1) Vis, at for ethvert t ∈ R er funktionen F = F (t, x, y) konveks som
funktion af (x, y) ∈ R2.

(2) Bestem den funktion x∗ = x∗(t), som minimerer integralet I(x), n̊ar
betingelserne x∗(0) = 1 og x∗(1) = 3 er opfyldt.


